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5.1 Verwante koppelmechanismes

Cayley diagram




/oek je verwanten

Figuur 5.1: De verwante koppelmechanismes bij de bijna-rechte-lijn constructie
van Roberts



Roberts rechtgeleiding en haar verwanten




/oek je verwanten

Figuur 5.2: De verwante koppelmechanismes bij de bijna-rechte-lijn constructie
van Chebychev






Die Laufmaschine von Chebychev - (2008) 2 min, ID: 2008-15, Regisseur: Nikolai Andreev. In:
MathFilm 2008 DVD - Eine Sammlung mathematischer Kurzfilme (2008). 60 min, ID: 2008-
1, Produzent: K. Polthier, M. Aigner, T. Apostol, M. Emmer, H.C. Hege, U. Weinberg (Eds.)
Springer Verlag. Nadere informatie op: http://www.mathfilm2016.de/2008-15
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9.1.1 De lemniscaat als koppelkromme

|PFy|- |PF>| = .



Abb. 884, Lemniskate zum
Einziehdrehkran Abb. 883,

1—1" benutztes Stiick der
Lemniskate,



Figuur 5.3: Twee verwante constructies van de lemniscaat als koppelkromme



Stelling 5.1.1. Bij beide boven beschreven constructies is de koppelkromme ge-
lijk aan de klassieke lemniscaat van Bernoulli.

Bewijs. Als wij de notatie uit het figuur hier rechts overnemen, dan is te bewijzen
dat geldt: r1ry = % Voor het gemak zetten wij hier ¢ = 1.

Eerst merken wij op dat de drie-
hoeken AF} AS en ABAF, ge-
lykvormig ziyn, want de ver-
houdingen % en % zijn
gelijk. Om een zelfde reden
is driehoek AABF5 gelijkvor-
mig met drichoek ASBF> en

daarom:




Bovendien, uit de gelijkvormigheid van A F} AS en ABAF; volgtdat { ABF; =
L BF,F5 gelijk 1s aan ZAF}S. Als wij bij beide hoeken, ZBF F> en LZAF, S,
de hoek ZSF F5 weghalen vinden wij ZF5F1 A = ZBF,S. Hieruit volgt dat
NAF>F) en ASBF) gelijkvormig zijn en daarmee ——~ = V2 Samengevat:

E
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riro = —xY = —.
172 9 Y

Dit bewijst dat de klassieke lemniscaat ook een stangenconstructie is. []



5.2 Kegelsneden

parabool R
hyperbool
cirkel
ellips




Stelling 5.2.1. De lemniscaat van Bernoulli met centrum O heeft bij spiegeling
aan een willekeurige cirkel rond O een orthogonale hyperbool als spiegelbeeld.

Met deze stelling is duidelijk dat we de hyperbool met een combinatie van de
constructie van de lemniscaat en van een inversor kunen tekenen.






Een eigenschap bij spiegeling aan een cirkel




We noemen r := |M S| en als we aan cirkel met straal p spiegelen, dan zal het

spiegelpunt van S nu S’ gaan heten en we zetten R := |MS'| = é als ook
Ry := |F{S’| en Ry := |F4S’|. Een spiegling aan een cirkel zorgt er altijd voor
dat de hoekpunten van een drichoek met M als hoekpunt op de hoekpunten van
een gelijkvormige drichoek met eveneens M als hoekpunt worden afgebeeld —

ook al komt een van de zijden op een cirkelboog terecht. In ons geval betekent
dat voor de driehoeken AFy M S en AF>M S, dat

&:T—IZ en &:T—Q_Z

R 2 R /2

Daarmee geldt, omdat we ook nog r = |M S| = x;y - 22y = x;y

2
Ry — Ray = \2R(r1 —1r2) = R(x—y)=p7(x—y)=2p2

Als nu ry > 7 is, gaat het bewijs net zo maar dan is Ry — R, =2p°. L




Algemene kegelsneden

Hier nemen we een ander punt P op een contraparallelogram.

Stelling: Het spiegelbeeld van de door P getekende kromme is een kegelsnede.
Bewijs in de syllabus. =



Algemene kegelsneden

Figuur 5.5: Stangenconstructie voor alle kegelsneden uit Curves and Their Pro-
perties van Robert C. Yates: ellips, parabool en hyperbool
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Figuur 5.6: Een kromme met een parabool als spiegelbeeld aan de cirkel



Bedankt voor uw aandacht!




Bewijs. Wij nemen de notatie over uit het bewijs van stelling |5.1.1] Allereerst
merken we op dat naast = - y = 1 ook x? — y? constant is, want als we het lood
van B op de rechte AF5 neerlaten tot een voetpunt L, dan kunnen we met Lemma

1.3.1|voor deze lijn en de punten A, F5, L en B vinden:

— + Y 1
ABP? — BB = (Z2Y) (Z¥) = =
[AB|” — | ;B : : 1




