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Kempe’s universality theorem

Kempe, A.B. (1875) On a General Method of describing Plane Curves of the nt" degree by Link-
work. Proceedings of The London Mathematical Society,VII, No. 102, 213 - 216



7.1 Verdubbeling en optelling van hoeken en
translatie



Een basisconstructie: The Reverser




Dat wil zeggen dat we hiermee
hoeken kunnen verdubbelen of-
wel halveren. Dit komt goed
van pas als we hoeken bij el-
kaar willen optellen of van el-
kaar willen aftrekken. Als in
de constructie hier rechts bij-
voorbeeld de hoeken £ AOB en
£ AOC gegeven zijn, dan is

LAOD = LAOB + LAOC.

Als aan de andere kant de hoe-
ken LAOD en L AOC gegeven
zijn, dan 1s

LAOB = LAOD — LAOC.

Basisconstructies: The Multiplicator & The Additor




The Translator




7.2 Het bewijs voor de parabool als
stangenconstructie



Onze parabool wordt gegeven door
O(z,y) =2 —y+c=0.

Bij on concreet is ¢c=0,2 .

Anders gezegd, gaan we een stangenconstructie maken voor de grafiek van de
functie f(x) = x* + c. We zullen zien dat dit geen sinecure is — tenminste vanuit
het perspectief van het bewijs.



De basisconstructie is een parallellogram O A P B, waarbij het hoekpunt O in de
oorsprong van het coordinatenstelsel ligt.

Het daar tegenoverliggende punt
P (voor “pen”) zal dan onze pa- 20 Y
rabool gaan tekenen. Hier kun-
nen we nog alle punten in een
deel van het vlak bereiken, naar
mate hoe groot a en b zijn.

De z1jden van het parallellogram
zullen de lengtes a en b hebben,
die we zo kiezen, dat met name
het deel van de parabool, waarin
wi] geinteresseerd zijn, bereik-
baar 1s. (In ons concrete geval
isa=0,9enb=0,7.)




Het basisidee
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Allereerst geven we de hoeken van de basisconstructie een naam:

0.=4AX0OA en ¢ .= 4£XOB.

Het punt P = (x,y) heeft dan de coordinaten
T T
r=acost +bcosp, en y:acos(9—§)—|—bcos(gb—§),

waarbij voor een hoek ¢ de uitdrukking cos (np — g) hetzelfde 1s als sin o.



één van de prosthaphaeresis formules

cos (a + ) + cos (a — 3)

COSQ - COS 3 = ;

en in het bijzonder 2 cos® o = cos (2a) + 1. Deze regel is makkelijk in te zien
als gevolg van het optellingstheorema voor cos (o — 3) en cos (a + [3).

Als we met punt P de kromme doorlopen, zo moet voor codrdinaten (x, %) van
een punt P op de kromme gelden dat ®(x,y) = 0. Deze vergelijking geeft
ons dus een eis, die de vrijheid waarin P in de basisconstructie verkeert, beperkt;
®(x, y) moet gelijk aan nul zijn. De vergelijking ®(z,y) = 2% —y+c = 0 wordt
als volgt uitgewerkt met bovenstaande formule voor producten van cosinussen:



®(x,y) = (acosb + bcosd)® — acos (9— g) + b cos (cgﬁ— 5) +

— a° cos® 0 + b° cos’ ¢ + 2ab cos 0 cos ¢ — a cos (9—5) —I—bcos(
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Algemeen
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Bijvoorbeeld zien we in de volgende constructie dat het punt C; bij elke stand van
de basisconstructie de x-coodrdinaat —a cos (9 — g) zal hebben. Op een analoge
wijze construeren we een punt C'5 dat bij elke stand van de basisconstructie de

r-codrdinaat —bcos (¢ — 7)) heeft.
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Met behulp van The Reversor,
The Multiplicator,  The Additor

1s het mogeljjk
om stangenconstructies met punten
C1,...,Cs te bouwen, zo dat de

r-coOrdinaat van punt C3 de term
2

% cos(20) is en de z-codrdinaat

van punt C} bij % cos (2¢) zal zijn.
En verder kunnen we nog construc-
ties met punten (5 respectievelijk
C's met de x-coordaat ab cos (6 + ¢)
respectievelijk abcos (60 — ¢) vin-
den.




Vatten we dit samen, dan hebben we — uitgaande van onze basisconstructie —
punten C1, ..., Cg geconstrueerd met de volgende eigenschappen.

Cy  heeft z-codrdinaat —acos (6 — %)
C'5 heeft z-codordinaat —b cos (gb — %)
('3  heeft x-coordinaat i cos (20)
Cy heeft x-coordinaat b cos (2¢)
(s  heeft x-coordinaat ab cos (6 + ¢)
Cs heeft x-codrdinaat  abcos (6 — ¢)

. . 232
Deze z-coordinaten van C'; tot en met Cg opgeteld zijn dan — (‘f“ %Lb | c) :



Nu komt The Translator in het spel. Hiermee kunnen we bewegelijke stijgers
gaan bouwen die ervoor zorgen dat we onze stangenconstructie op kunnen bou-
wen zodat punten P, ..., Ps; onstaan met de eigenschap dat P; = (' en ver-
der dat voor = = 2,...,6 geldt P;,_, P; 1s byj elke stand van de basisconstructie
evenwijdig en even lang als OC;. Hiervoor construeren we met behulp van The
Translator constructies die stapsgewijs voor ¢ = 2, 3,4, 5, 6 de stang OC'; even-
wijdig verschuiven zodat O op P;_; terecht komt. Zodoende vinden we dus het
punt Pz wiens x-codrdinaat bij elke stand van de basisconstructie gelijk 1s aan

a? -+ b2 N
— c
2

dan en slechts dan als PP op de kromme ligt.
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Figuur 7.1: De gehele constructie voor de parabool
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Figuur 7.2: Links The Multiplicator: mechanisme voor de verdubbeling van een
hoek en rechts Th Reverser en The Additor: constructie voor het op-
tellen van hoeken



In het geheel ontdekken we drie verschillende soorten constructies. Allereerst
z1jn er twee constructies met gelijkbenige rechthoekige drichoeken om de termen
—@ COS (9 — 3) en —b cos ((,b — %) te maken. Verder hebben we twee keer een

2
mechanisme voor de verdubbeling van hoeken (zie figuur EI;, verantwoordelijk

2 2 .
voor de termen %- cos (20) en - cos (2¢). En tenslotte nog twee constructies

voor het optellen, respectieve aftrekken van hoeken (zie eveneens figuur E)
Hierdoor worden ab cos (6 + ¢) en abcos (6 — ¢) gemaakt.
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7.3 Het algemene bewijs

Het algemene bewijs gaat op dezelfde manier en eigenlijk kunnen we er nu kort

over zijn. De kromme is gegeven we als de nulpuntsverzameling in R? van een
vergelijking ®(z,y) = 0.



7.4 Tot slot

De door stangenconstructie geconstrueerde krommen zijn allemaal ook deel van
een algebraische kromme, wat we hier niet aan zullen tonen Daarmee geldt dat
de door stangenconstructies tekenbare krommen precies de reéel algebraische

krommen zijn.

Tegenwoordig 1s de studie van stangenconstructies veel verder gevorderd dan
alles wat we hier hebben laten zien. Zij worden met behulp van de kinemati-
sche atbeelding van Eduard Study, met behulp van algebraische eigenschappen
van quaternionen, met algebraische meetkunde over de complexe getallen en veel
ander indrukwekkend gereedschap uit de moderne wiskunde bestudeerd. Een be-
kend boek hierover is bijvoorbeeld “Theoretical Kinematics” van Oene Bottema

en Bernard Roth

3

En Oene Bottema was trouwens €én van de eerste sprekers in

de vakantiecursus voor wiskunde in het jaar 1946.



Bedankt

VOOIr UW
aandacht!




