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Koppelkrommen

Hrones en Nelson een indrukwekkende atlas met ongeveer 10.000 koppelkrom-
men: een waar mﬂnnikenwerk

Abb, 882, Eingiehdrehkran mit Lemniskatenlenker. (Demag.)

1—2—3 Ausleger; I—2, 1J—3 Lenker; 4 Auslegergegengewicht; 5 Huobaeil;

6 Ausleperrolle; ¥ — & Umlenkrollen g &6; & Hubtrommel; f¢ Sugstangen, den

angetrichenen Lenker mit den Kurbeln 11 des Einziehwerks verbindend;
1—1" bemutzes Stilek der Lemniskate.

Figuur 3.1: Kraan met koppelkromme (lemniscaatsturing)



Pantograaf






Figuur 3.2: De pantograat van Christoph Scheiner (1573-1650)






Stelling 3.1.1. Gegeven een pantograaf zoals hier boven beschreven. Dan geldt

voor elke stand dat O, P en P’ op een lijn liggen. En verder geldt voor het vaste

getal \ = || OC‘|| en elke stand van P, dat

IOP'| = \|OP|.

Bewijs. Het bewijs maakt gebruik van de gelijjkvormigheid van driehoeken en 1s
deel van de workshop.




Plagiograaf



Een plagiograaf 1s een stangencon-
structie bestaande uit een parallellogram
OABC, waarbij O aan het vlak is
vastgemaakt, en driechoken AAPB en
ACBP" met punten P en P’, die vast
aan de zijden AB en BC zijn verbon-
den. De driechoeken AAPB en ACBP’
zijn gelijjkvormig en op dezeltde manier
georienteerd, zodat A PAB = £ BCP’
is. Deze hoek nomen we 6.

De plagiograat wordt ook in het book
van Kempe beschreven en hij vertelt
(blz. 26-28) dat het gaat om een uitvin-
ding van James Joseph Sylvester (1814—
1897), die het Plagiograph of Skew Pan-
tagraph noemde.




Stelling 3.1.2. Gegeven een plagiograaf met parallellogram O ABC', waarbij O
aan het viak is vastgemaakt, met driechoeken NAPB en ANCBP’ als ook een
hoek = A PAB = £ BC'P’'. Daarbij nomen we b := |AB| en c := |AP|.

Overal waar een punt P door deze constructie op een P" wordt afgebeeld, gaat

het om een draaistrekking met strekfactor % rond het punt O en draaihoek 6.

.': Pf




Bewijs. De hoeken LOCP’" en LOCP’ zijn gelijk omdat LOCB en £{BAO

gelijk zijn. Verder zijn |AP| = %|CP’| en |CP'| = 2|AB|. Dus is |AP| :

|CP’| = a : b. Hierdoor zijn ook de drichoeken AOP'C en AOAP
gelijkvormig. De gelijkvormigheid van AAPB en AC BP’ impli-

[AP| _ _a ' ' — |AB|
t5— = &p Het 1s dus een strekking met een strekfactor van A = [AP|’

CECr

.': P!

d.w.z. de verhouding van de benen van de hoek 6, waarvan we nu laten zien dat
het de draaihoek is.

Noem o := LAOP = LCP'O als ook § := LOPA = LCOB. De twee
hoeken van het parallellogram ¢ = L{OCB en yp = £LAOC voldoen aan m =
© + 7). Hierdoor vinden we voor de draaithoek

0=ty —a—=m—p—a—=4PAB = ABCP'.




Opmerking

De door deze stelling gegeven atbeelding kan op een unieke manier op het hele
vlak worden uitgebreid tot de draaistrekking rond O met draaihoek 6 en strekfac-
tor A\, die we @ noemen. Omdat een dergelijke atbeelding ® een gelijkvormig-
heidsatbeelding 1s, geldt in het bijzonder dat z1j lijnen op lijnen en cirkels met
hun middelpunten op cirkels met hun middelpunten afbeeldt.



Opmerking: Ook de loopconstructie van Theo Jansen, “The Legsystem. Inven-
ted in 1991, a system based on the thirteen holy numbers.” in figuur[3.3] geeft
aanleiding voor een plagiograaf in een koppelmechanisme — althans als wij de
schijnbare parallellogram tot een echte parallellogram maken. Maar de loopbaan
van de voet 1s daardoor wel aanzienlijk slechter.

=15.0
=61.9
=39.3
=415
=50.0
=49.0
= 65.7
=36.7
=394
=40.1







A=15.0
B =619
C=393
D=41.5
E =50.0
F=49.0
G =65.7
H = 36.7
J=394
K=40.1
L =55.8






3.2 Koppelkrommen en pivotcirkel

Figuur 3.4: Een koppelkromme en haar pivotcirkel



Figuur 3.5: Definitie van een pivotcirkel en bewijsschets bij Stelling
boek van A.S. Hall)

3:2.1

(uit het



Stelling 3.2.1. Bij een koppelkromme liggen alle dubbelpunten op de pivotcirkel.

Bewijs. Stel dat er een dubbelpunt op de pivotcirkel ligt. Dan zijn er twee posities
van de driehoek aan de koppelstang: AABC en AA’B’C” waarbij C' = C". Het
vaste punt M moet nu ergens op de deellijn liggen van LZAC'A’. Evenzo moet
() op de deellijn liggen van ZBC' B’. Hieruit volgt dat ZMC'Q 6f gelijk is aan
ZAC B 6f aan het supplement 180° — ZAC' B. Als wij nu bij gegeven M en ()
kijken naar de meetkundige plaats van alle punten .S waarvoor ZM C'() of gelijk
is aan ZAC'B ¢6f aan het supplement van ZAC B, dan vinden wij de pivotcirkel.
Deze constructie kan moeiteloos worden omgedraaid om te bewijzen dat bij een
punt van de koppelkromme op de pivotcirkel twee verschillende driehoeken en
daarmee een dubbelpunt behoort.




3.3 Koppelkrommen en hun verwanten

Koppelkrommen zijn delen van algebraische krommen van graad ze d.w.z.
dat er een veelterm ®(x,y) in twee variablen van graad zes bestaat, zo dat alle
punten P = (x,y) op de koppelkromme voldoen aan ®(z,y) = 0. Wellicht is
dit interessante informatie, maar speelt voor ons hier op het moment verder geen

rol.



Stelling 3.3.1. Roberts-Chebychev Theorema: Voor een gegeven koppelkromme
bestaan er drie koppelmechanismes, die deze koppelkromme voortbrengen.

X










B@WU S: Deze drie koppelmechanismes worden verwant (“‘cognate”) genoemd. Voor het
bewijs is essentieel dat er in deze constructie uiteindelijk een drietal plagiografen
zitten. Wij kijken eerst naar de plagiografen met vast punt in M en in (). Er is
telkens een parallellogram met een hoekpunt in M respectievelijk () en de drie-
hoeken zijn dan juist die twee van de drie driehoeken, die allemaal gelijkvormig

zijn met AABP en aan dat parallellogram grenzen. Wij noemen a := |BP)|,
b:=|AP|enc:=|AB|. Voor M en () hebben we dus

* plagiograph met centrum M: c!

draaistrekking met strekfactor 2 en

draaihoek 2BAP beeldt B af op C’
 plagiograph met centrum Q:

draaistrekking met strekfactor % en
draaihoek £ABP beeldt A af op C*



* Plagiograph ®,, met centrum M:

draaistrekking met strekfactorg en

draaihoek 2BAP beeldt B af op C’
* Plagiograph @, met centrum Q:

draaistrekking met strekfactor% en
draaihoek 2ABP beeldt A af op C*

* @, beeldt Q af op X en beeldt de cirkel rond Q door B af op de cirkel rond X
door C’. Dus ligt C* altijd op een vaste cirkel rond X met straal 2 |BQ|.

* @, beeldt M af op X en beeldt de cirkel rond M door A af op de cirkel rond X
door C”. Dus ligt C* altijd op een vaste cirkel rond X met straal % |AM|.

Daarmee bewegen C* en C* op de juiste cirkels rond X.



Bedankt voor uw aandacht!




